
Äâàäöàòûé Ðîññèéñêèé ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
Àäëåð. 14 îêòÿáðÿ 2009.

Ïåðâûé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé
1. Ëåììà 1. ×èñëî a ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì â âèäå ñóììû s ñòåïåíåé äâîéêè, à

÷èñëî b ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì â âèäå ñóììû t ñòåïåíåé äâîéêè. Ïóñòü S � ôèãóðà,
ïîëó÷åííàÿ âûðåçàíèåì âåðõíåé ëåâîé óãëîâîé êëåòêè, èç ïðÿìîóãîëüíèêà (a+1)× (b+1). Òîãäà ôèãóðó
S ìîæíî ðàçáèòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ ïëîùàäü ñòåïåíü äâîéêè, è ïðèëåãàþùèå ëèáî ê âåðõíåé
ëèáî ê ëåâîé ñòîðîíå ôèãóðû, íå áîëåå ÷åì (s + t)! ñïîñîáàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.
Èíäóêöèÿ ïî s+t. Áàçà s+t = 0 î÷åâèäíà. Ïåðåõîä. Çàìåòèì, ÷òî îäèí èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ

ñîäåðæèò öåëèêîì ëèáî âåðõíþþ, ëèáî íèæíþþ ñòîðîíó ôèãóðû. Âûáðàòü òàêîé ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî
íå áîëåå ÷åì s + t ñïîñîáàìè, à ðàçáèòü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü íå áîëåå ÷åì (s + t − 1)! ñïîñîáàìè. Çíà÷èò
ôèãóðó S ìîæíî ðàçáèòü íå áîëåå ÷åì (s + t)! ñïîñîáàìè.

Ëåììà 2. ×èñëî 2k−1 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìåíåå ÷åì k ñòåïåíåé äâîéêè, ïðè÷åì â âèäå
ñóììû ðîâíî k ñòåïåíåé äâîéêè ýòî ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Èíäóêöèÿ ïî k. Áàçà k = 1 î÷åâèäíà. Ïåðåõîä. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî
â ðàçëîæåíèè ÷èñëà 2k − 1 â ñóììó ñòåïåíåé äâîéêè åñòü íå÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö. Âû÷òåì îäíó èç íèõ,
à îñòàëüíûå, ðàçáèâ íà ïàðû, çàìåíèì íà äâîéêè. ñîêðàòèì îáùèé ìíîæèòåëü 2 ó âñåõ ñëàãàåìûõ, è
ïðèìåíèì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå.

Ðåøåíèå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûðåçàí âåðõíèé ëåâûé óãîë. Ïî ëåììå 2 ê âåðõíåé
ñòîðîíå ôèãóðû ïðèìûêàåò ïî êðàéíåé ìåðå m ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à ê ëåâîé ïî êðàéíåé ìåðå n. Òàê êàê
íèêàêîé ïðÿìîóãîëüíèê íå ìîæåò ïðèìûêàòü ê îáåèì ñòîðîíàì, è âñåãî èõ m + n, òî ê âåðõíåé ñòîðîíå
ïðèìûêàåò ðîâíî m, à ê ëåâîé ðîâíî n. Îñòàëîñü ëèøü ïðèìåíèòü ëåììó 1.
2. Ïóñòü f(u)

... p, ãäå p �ïðîñòîå. Òîãäà åñëè ïðè ýòîì u /
... p, òî íàéäåòñÿ òàêîå v, ÷òî uv − 1

... p,
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì. Òàêèì îáðàçîì åñëè f(u)

... p, òî u
... p, çíà÷èò s = f(0)

... p, åñëè
s 6= 0, òî ó çíà÷åíèé f(u) êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ÷òî íåâîçìîæíî (íàïðèìåð äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ f(|s|k)). À òîãäà f(0) = 0. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f1(u) = f(u)/u. Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ íåãî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è. Áóäåì ïðîäåëûâàòü òàêóþ îïåðàöèþ, î÷åâèäíî, ÷òî â
íåêîòîðûé ìîìåíò ìû ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî ó åãî çíà÷åíèé íåò ïðîñòûõ äåëèòåëåé, òî åñòü ±1.
À çíà÷èò èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä f(x) = ±xn.
3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X è Y òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè S è ñòîðîíû AC. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî

BN · AC > BN · √CX · CY = BN · CK. Àíàëîãè÷íî AM · BC > AM · CK. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
AM + BN > AB.
4. Ëåììà. OK2

OL2 = KC
LC

· KA
LA

. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
Çàìåòèì, ÷òî ∠AOK = 1

2
∠ADK = 1

2
∠CDL = ∠COL. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà AOK

ïîëó÷àåì OK
AK

=
sin ∠A

2

sin ∠D
2

. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà COK íàáëþäàåì OK
CK

=
sin ∠C

2

cos ∠B
2

. Ïî òåîðåìå

ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà AOL äîãàäûâàåìñÿ OL
AL

=
sin ∠A

2

cos ∠B
2

. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà COK

ïîæèíàåì OL
CL

=
sin ∠C

2

sin ∠D
2

. Ïåðåìíîæàÿ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Ðåøåíèå:
Çàìåòèì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî sin ∠ALX

sin ∠XLO
= sin ∠OLY

sin ∠Y LC
. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî sin ∠AKX

sin ∠XKO
=

sin ∠OKY
sin ∠Y KC

. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ AKO è OKC ïîëó÷àåì, ÷òî AX
OX

· OK
AK

= OY
Y C

· CK
OK

.
Èñïîëüçóÿ ëåììó ïîëó÷àåì, ÷òî AX

OX
· OL

AL
= OY

Y C
· CL

OL
. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ALO

è OLC ïîëó÷àåì, ÷òî sin ∠ALX
sin ∠XLO

= sin ∠OLY
sin ∠Y LC

.
5. Çàìåòèì, ÷òî x1

1+x2
2

= x1 − x1x2
2

1+x2
2

> x1 − x1x2
2

2x2
= x1 − x1x2

2
, òîãäà∑

xi

1+x2
i+1

>
∑

xi − xixi+1

2
> 2− 1

2
= 3

2
.

6. Äà ñóùåñòâóþò. Ïîñòðîèì èõ. Âîçüìåì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, òàêæå åùå äâà ïðàâèëüíûõ
òðåóãîëüíèêà A′B′C ′ è A′′B′′C ′′ êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå (òî÷êè A, A′ è A′′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
òðåóãîëüíèêè ABC, A′B′C ′ è A′′B′′C ′′ èìåþò îáùèé öåíòð, òî÷êè A è A′, à òàêæå A è A′′ ëåæàò ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò öåíòðà).

Èñêîìûìè äåâÿòèóãîëüíèêàìè áóäóò çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ AB′′C ′′B′CC ′A′A′′B, òàêæå åå îáðàçû ïðè
ïîâîðîòàõ íà óãëû 120◦ è 120◦ îòíîñèòåëüíî öåíòðà òðåóãîëüíèêà ABC.



7. Îáîçíà÷èì ãðàô èç óñëîâèÿ ÷åðåç G.
Ëåììà 1. Â ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ñèëüíî-ñâÿçíîì ãðàôå åñòü öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì âåðøè-

íàì.
Ëåììà 2. Åñëè â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå åñòü öèêë äëèíû k, òî åñòü è öèêë äëèíû k − 1.
Ïóñòü G0, G1, . . . , GN � êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà G, ïðè÷åì äëÿ âñåõ 0 6 i < j 6 N

è ëþáûõ âåðøèí ui ∈ Gi è uj ∈ Gj ðåáðî âåäåò èç âåðøèíû uj â âåðøèíó ui. Ïî ëåììå 1 â êàæäîé
êîìïîíåíòå Gi åñòü öèêë ïðîõîäÿùèé ïî âñåì âåðøèíàì, à çíà÷èò ïî ëåììå 2, òàê êàê â Gi íåò öèêëîâ
äëèíû m + 1, òî â Gi íå áîëåå m âåðøèí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ai ÷èñëî âåðøèí â G0 ∪ · · · ∪ Gi. Âûáåðåì â
êîìïîíåíòå Gk âåðøèíû vk è wk, òàêèå, ÷òî ðåáðî èäåò èç âåðøèíû vk â âåðøèíó wk. Ïðèñâîèì âåðøèíå
vk íîìåð ak, âåðøèíå wk íîìåð ak−1 + 1 (çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî a−1 = 0), à âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì
èç êîìïîíåíòû Gk ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå íîìåðà îò ak−1 + 2 äî ak − 1. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è
âûïîëíÿåòñÿ.
8. Îòâåò 118. Çàìåòèì, ÷òî xn+1 = xn + x2

n íà÷èíàÿ ñ n = 2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè ÷ëåí ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè äåëèòñÿ íà d, òî è âñå ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêæå áóäóò äåëèòüñÿ íà d.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äåëèìîñòü íà 2 ó íàñ áóäåò íå ïîçäíåå ÷åì ñî âòîðîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ïîýòîìó íàì èíòåðåñíà äåëèìîñòü íà 17 è íà 59, òàê êàê 2006 = 2 · 17 · 59.

Ëåììà. Ïóñòü p = 6k − 1 ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà x2 + x + 1 /
... p.

Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè x2 + x + 1
... p, òî x3 − 1

... p, òîãäà x6k − 3
... p. Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà ìû

çíàåì, ÷òî x6k−2 − 1
... p. Òîãäà x− 1

... p, çíà÷èò p = 3, ÷òî íå òàê.
Ïóñòü òåïåðü ó íàñ íàøåëñÿ ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêîé, ÷òî îí êðàòåí p≡

6
−1, ïðè÷åì ïðåäû-

äóùèé xn−1 íå êðàòåí p, òîãäà xn−1≡
6
−1, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ëåììû (åñëè êîíå÷íî n−2 íàòóðàëüíîå

÷èñëî. . . ).
Òàêèì îáðàçîì åñëè êîãäà-ëèáî è ïîÿâèòñÿ ÷èñëî êðàòíîå p âèäà 6k − 1, òî ëèáî òðåòèé ÷ëåí ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè áûë ïî ìîäóëþ p ñðàâíèì ëèáî ñ 0, ëèáî ñ -1.
Òàêèì îáðàçîì åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðåòèëîñü ÷èñëî, êîòîðîå êðàòíî 2006, òî âòîðîé ÷ëåí

ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ìîäóëÿì 17 è 59 áûë ñðàâíèì ëèáî ñ 0, ëèáî ñ -1.
Òîãäà ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàâíèì ñ 0 èëè ±4 ïî ìîäóëþ 17 è ñðàâíèì ñ 0 ïî ìîäóëþ

59 òàê êàê -1 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ 59. Çíà÷èò ÷èñëî 59k≡
1

70, 4, −4 òî åñòü
k≡

1
70, 8, −8. Îòêóäà î÷åâèäíî, ÷òî íàèìåíüøèì òàêèì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ 452 = 8 · 59

9. Ïóñòü a = cos α, b = cos β, c = cos γ, xi = sin θi, ãäå α, β, γ, θi îñòðûå óãëû. Òîãäà f(x1, x2, a) = 1
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x2

1 + x2
2 + 2x1x2 cos α = sin2 α, òî åñòü ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè x1,

x2, sin α è óãëîì π − α ìåæäó x1 è x2. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ïî òåîðåìå ñèíóñîâ, ÷òî x1 è x2 ðàâíû ñèíóñàì
äðóãèõ îñòðûõ óãëîâ ýòîãî òðåóãîëüíèêà, òî åñòü θ1 + θ2 = α. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ î÷åâèäíû.
10. Ïðè y = 0 èìååì f(f(f(x))) = f(f(0)), ïîýòîìó ôóíêöèÿ f èíúåêòèâíà. Ïîäñòàâëÿÿ x = 0 ïîëó÷àåì

f(f(f(0)+y)) = f(f(y)), èç èíúåêòèâíîñòè ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî f(y) = y +f(f(0)). Èòàê f(y) = y +C.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî f(f(f(0))) = f(f(0)), èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî f(0) = 0, à çíà÷èò C = 0. Îòâåò:
f(y) = y.

Àäëåð. 14 îêòÿáðÿ 2009.
Ïåðâûé òóð. Ëèãà òàêòèê

1. Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå: a3+bc
a+b

> 2a
√

abc
a+b

> 2a
√

abc
a+b+c

. Îöåíèâàÿ àíàëîãè÷íî îñòàëüíûå ñëàãàåìûå è
ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
2. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 2 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
3. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî áàëëîâ, íàáðàííûõ ñòóäåíòîì, áóäåò íå÷åòíûì ÷èñëîì, íå ìåíüøèì -21

è íå áîëüøèì 21. Çíà÷èò åñòü 22 âàðèàíòà äëÿ êîëè÷åñòâà íàáðàííûõ áàëëîâ. Ïîýòîìó åñëè êàæäûé
ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ íå áîëåå ÷åì ó òðåõ ñòóäåíòîâ, òî âñåãî ñòóäåíòîâ íå áîëåå 66. Ïðîòèâîðå÷èå.
4. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 4 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
5. Çàìåòèì, ÷òî p + q äåëèòñÿ íà p− q, çíà÷èò p + q − (p− q) = 2q äåëèòñÿ íà p− q. Åñëè p− q = 1, òî

ëåâàÿ ÷àñòü áîëüøå ïðàâîé, åñëè p − q = q èëè p − q = 2q, òî p � íå ïðîñòîå. Çíà÷èò p − q = 2. Òîãäà
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä (q + 2) + q = 2r, îòêóäà q + 1 = 2r−1, îòêóäà q = 2r−1 − 1. Åñëè r = 2, òî q = 1,



÷òî íå ïîäõîäèò. Åñëè r � íå÷åòíî, òî 2r−1 − 1 äåëèòñÿ íà 3, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî q = 3. Îòñþäà p = 5 è
r = 3.
6. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 6 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
7. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 7 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
8. Îòìåòèì ñåðåäèíó ñòîðîíû AC � òî÷êà L è ñåðåäèíó îòðåçêà BH � òî÷êà M . Êàê èçâåñòíî,

BM = MH = OL, à çíà÷èò BMLO � ïàðàëëåëîãðàìì. Òîãäà ML � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè BHQP ,
ñëåäîâàòåëüíî, L � ñåðåäèíà îòðåçêà QP . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê OQP � ðàâíîáåäðåííûé,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
9. Îòâåò: ñìîæåò. Ðàçîáúåì êëåò÷àòóþ ïëîñêîñòü íà äîìèíîøêè ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: çàìîñòèì ãîðè-

çîíòàëüíûìè äîìèíîøêàìè ñòðî÷êó, çàòåì â ñëåäóþùåé ñòðî÷êè ñìåñòèì äîìèíîøêè íà îäíó êëåòî÷êó
è òàê äàëåå. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé êâàäðàò 2 × 2 ñîäåðæèò îäíó äîìèíîøêó ðàçáèåíèÿ öåëèêîì. Ïåòÿ
áóäåò íà âñÿêèé õîä Âàñè îòâå÷àòü õîäîì â òó æå äîìèíîøêó, â êîòîðîé Âàñÿ ïîñòàâèë êðåñòèê. Òàêèì
îáðàçîì â ëþáîé äîìèíîøêè áóäåò êðåñòèê è íîëèê, à çíà÷èò, êðåñòèêè íå áóäóò îáðàçîâûâàòü êâàäðàò
2× 2.
10. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 10 èç ëèãè ñòðàòåãèé.


